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Математическая теория процесса биения, воз
никающего при сложении акустических и электри
ческих гармонических сигналов, была развита в ра
ботах [1, 2], а затем [3]. Согласно результатам этих
исследований, при суммировании гармонических
сигналов F1=A1sin2f1t и F2=A2sin2f2t, близких по
частоте, возникают колебания, модулированные
по амплитуде, частоте и фазе. Эти колебания в об
щем виде описываются уравнением биений:
(1)
где  (t) – мгновенное значение фазового угла ре
зультирующего сигнала, обуславливающее, в об
щем случае, возникновение фазовой и частотной
модуляции; sin (t) – высокочастотная составляю
щая суммарного колебания, круговая частота за
полнения которого A(t) –
мгновенное значение огибающей, определяющей
амплитуду результирующего сигнала:
(2)
Как видно из уравнений (1, 2), частота колеба
ния амплитуды огибающей равна разности частот
суммируемых сигналов.
Экспериментальные исследования [4], прове
денные на ЭВМ, показали, что частота биения оги
бающей результирующего сигнала совпадает по ве
личине с разностью частот суммируемых колеба
ний только при определенном соотношении их ча
стот и равенстве их амплитуд. В остальных случаях
наблюдается многоуровневая модуляция огибаю
щей результирующего сигнала по амплитуде и ча
стоте биений. Детальному исследованию выявле
нной закономерности и посвящена данная статья.
Вычисление амплитудночастотных характери
стик суммарного сигнала проводилось методом
сверхбыстрого спектрального оценивания, изло
женного в [5, 6].
1. Формировался результирующий сигнал, опи
сываемый уравнениями (1, 2), путем суммиро
вания гармонических колебаний F1 и F2.
2. Выделялись из суммарного сигнала экстремаль
ные значения его амплитуд Fiэк и их временные
координаты ti.
3. Измерялись временные интервалы между со
седними экстремумами {ti} и соответствующие
им амплитудные приращения {Fiэк} и, вычи
слялись параметры высокочастотной соста
вляющей, т. е. несущей.
где ti, ti+1 – временные координаты, когда F'(t)=0.
Суммирование и усреднение (N–1) прираще
ний дает, соответственно, оценки среднего периода
и частоты несущей результирующего колебания:
(3)
где N – порядковый номер последнего экстремума
результирующего сигнала.
Аналогичным образом находились оценка ам
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ МОДУЛЯЦИИ БИЕНИЙ, ВОЗНИКАЮЩИХ 
ПРИ СУПЕРПОЗИЦИИ АКУСТИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ
С.Ю. Клименко, А.П. Савинов
Томский политехнический университет
Email: savinov@phtd.tpu.ru
Выявлена возможность существования многоуровневой модуляции биений, определяющей последовательность чередования
интервалов биений с различной длительностью, возникающих при парном звучании монофонических сигналов. Установлено,
что цепные дроби являются не просто одним из разделов математики, позволяющим приближенно вычислять значения функ
ций, но и несут в себе глубокий физический смысл. Показано, что параметры цепных дробей адекватно описывают с желаемой
точностью поведение акустического или электрического сигнала во времени, а также отражают его компонентную структуру, од
нозначно связаны с длительностями периодов соответствующих уровней модуляции интервалов биений, возникающих при су
перпозиции двух гармонических сигналов с произвольными отношениями частот.
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4. Далее из исходных экстремумов процесса F(t)
исключались максимумы или минимумы (в на
шем случае минимумы), и в оставшемся масси
ве определяют новые экстремумы.
5. Выделялись стандартным способом новые эк
стремумы и находились значения составляю
щей более низкой частоты, т. е. огибающей.
(5)
где tj, tj+1 – временные координаты, когда огибаю




где M – число колебаний огибающей по длине реа
лизации, относящихся к близким по значениям пе
риодам Tbj. Далее, в случае необходимости нахож
дения более низких частот, процесс обработки сиг
нала повторялся по алгоритму (5)–(8).
Частота дискретизации исследуемого сигнала
равнялась 100 кГц. Это более чем достаточно для
исследуемого диапазона частот от 1 до 500 Гц.
В этом случае максимальная погрешность, возни
кающая при расчетах временной координаты эк
стремума колебаний амплитуды несущей результи
рующего сигнала, не превышает 0,5  %, а точность
расчета амплитуд экстремумов гарантируется до
4го знака включительно после запятой. Кроме то
го известно, согласно исследованиям [5], что по эк
стремумам можно восстанавливать случайный
процесс со среднеквадратичной погрешностью
около 2  %.
Эксперименты показали, что частота биений
fb=f2–f1, если целочисленные коэффициенты про
порциональности1 k2 и k1 отношения суммируемых
частот f2 к f1 отличаются друг от друга на единицу,
т. е. k2–k1=1.
(9)
В этом случае максимальные значения ампли
туды огибающей равны между собой, а длительно
сти интервалов, заключенных между ними, по
стоянны по величине. Необходимо отметить, что
число колебаний амплитуды результирующего сиг
нала за период его биения равно интервальному
коэффициенту k2, а его средняя по времени частота
всегда равна верхней частоте колебаний амплитуды
суммируемых сигналов. Данное утверждение спра
ведливо не только в случае А2>A1, как следует из [3],
но и для равных по амплитуде суммируемых сигна
лов.
Рассмотренный вид биений характерен для на
турального строя, интервалы которого образованы
гармоническими интервалами: 2/1, 3/2, 4/3, 5/4,
6/5, 9/8 и т. д. Пример такого вида колебаний пока
зан на рисунке, a. Необходимо отметить, что на
остальных графиках «b» и «с» непрерывное измене
ние во времени амплитуды суммарного сигнала
представлено только его экстремальными значе
ниями.
При разности интервальных коэффициентов
k2–k1=2, отмеченная выше равномерная последо
вательность интервалов биений нарушается. На
блюдается поочередное изменение длительности
периода колебания огибающей (рисунок, b).
Частота биения не равна в этом случае разности
частот суммируемых колебаний.
Периодичность процесса наблюдается в после
довательности интервалов биений, состоящих из
совокупности не одинаковых по длительности двух
смежных интервалов биений Tb=q и Tb=q+1:
(10)
Индекс «q» означает минимальное число коле
баний амплитуды результирующего сигнала, крат
но укладывающееся на одном интервале биений.
Число колебаний амплитуды результирующего
сигнала, кратно укладывающихся на одном перио
де модулированных в определенной последова
тельности интервалов биений, равно сумме коле
баний несущей в двух смежных интервалах биений
и равно по величине числителю k2 отношения ко
эффициентов пропорциональности (9). При этом
интервалы биений, образующие периодическую
последовательность, отличаются друг от друга по
числу колебаний амплитуды несущей в данных ин
тервалах всегда на единицу.
Максимальные значения амплитуды огибаю
щей постоянны во времени и равны между собой.
Такой характер биений присущ для натурального
звукоряда, отношения интервальных коэффициен
тов суммируемых частот в котором представлены в
виде простых дробей: 5/3, 7/5, 9/7, 11/9 и т. д.
При разности интервальных коэффициентов
k2–k1>2 возникают низкочастотные периодичности
модулированных в определенной последователь
ности интервалов биений. Длительность этих пе
риодичностей равна сумме длительностей (k2–k1)
1
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1 Коэффициенты пропорциональности k1 и k2 в музыкальной практике называют интервальными коэффициентами, харак
тер отношений которых характеризует благозвучность ощущения последовательно или одновременно звучащих тонов [7].
интервалов биений амплитуды результирующего
сигнала.
В наблюдаемой глобальной периодичности
процесса в этом случае наблюдаются и локальные
периодические последовательности интервалов
биений. Совокупность интервалов биений T1m (ри
сунок, с), образующая равные по времени перио
дические последовательности, составляет первый
уровень модуляции интервалов биений. Локальные
уровни модуляции располагаются, в соответствии с
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Рисунок. Зависимость периодичности в последовательности интервалов биений результирующего сигнала от соотношения ча
стот суммируемых колебаний, амплитуды которых А1=А2=1: a) f1=264 Гц, f2=297 Гц, k2/k1=9/8; b) f1=264 Гц,




существующей иерархией, по длительности перио
дов модуляции последовательности интервалов
биений.
Экспериментальные исследования показали,
что максимальная по длительности периодичность
в поведении результирующих колебаний суммиру
емых частот наблюдается на временной оси через
(k2–k1) интервалов биений и соответственно пе
риод верхнего уровня (максимальный по длитель
ности) модулированных в определенной последо
вательности интервалов биений определяется со
отношением:
(11)
Полученное ранее ур. (10) является частным
случаем выражения (11).
Как видно из равенства (11), чем больше раз
ность между целочисленными коэффициентами
пропорциональности суммируемых частот, тем
больше будет период повторения результирующих
колебаний на временной оси. Интересно отметить,
что если один из коэффициентов пропорциональ
ности является не целочисленным, а иррациональ
ным числом, например, k2=


10, то при сложении
гармонических колебаний возникает случайный
процесс. Такой случайный процесс называют в [8]
почти периодическим.
Экспериментально подтверждено, что разность
частот суммируемых колебаний в равенстве (11)
имеет физический смысл средней частоты колеба
ния огибающей, определенной на (k2–k1) интерва
лах биений:
(12)
Для иллюстрации вышеизложенного в таблице
приведен пример с расчетами по формулам (3–8) па
раметров сигнала, образованного суммированием гар
монических колебаний с отношением частот, равным 
и амплитудами А1=А2=1.
Исходная последовательность экстремальных
значений амплитуд и соответствующих им времен
ных координат результирующего сигнала предста
влены в колонках № 1–3 таблицы.
Расчеты средней частоты колебания амплитуды
суммарного сигнала (колонка № 4) показали, что на
интервалах усреднения, кратных максимальному
периоду модуляции последовательности биений
T mmax она точно равна частоте f2 второй компоненты
суммируемых колебаний и, соответственно, число
ее колебаний за этот период составляет k2. При этом
разброс значений рассчитанной частоты слабо за
висит от увеличения длины интервала усреднения.
Таким образом, экспериментально установле
но, что средний период колебания амплитуды сум
марного сигнала связан с максимальным периодом
модулированных в определенной последовательно
сти интервалов биений следующим соотношением:
(13)
Биение амплитуды колебания результирующего





b=3=138,35 Гц. Соответствующие им значения пе
риодов колебания биений представлены в колонке
№ 8.
Индекс «b» означает число колебаний амплиту
ды результирующего сигнала в его интервалах бие
ний. Значения, принимаемые «b», показаны в ко
лонке № 10.
Средняя частота колебания амплитуды огибаю
щей (12) равна: f
–
b=158,4 Гц.
Таким образом, видно, что частота биений ам
плитуды колебания результирующего сигнала из
меняется относительно средней частоты колебания
огибающей в процессе модуляции последователь
ности интервалов биений от fb=3=138,35 Гц до
fb=2=223,3 Гц.
Количество интервалов биений равно разности
коэффициентов пропорциональности: k2–k1=3.
Максимальный период модуляции совокупно
сти интервалов биений (колонка № 12) определя
ется суммой трех интервалов биений, расположен
ных между однополярными максимальными зна
чениями огибающей (колонка № 8).
Соответствующая этому периоду минимальная
частота модуляция последовательности биений
f mmin=52,8 Гц. В данном случае она показывает, что
частота периодической компоненты, обусловлен
ной модуляцией биений в суммарном сигнале,
намного ниже частотного диапазона, в котором на
ходятся биения и несущая результирующих коле
баний.
Период модуляции биений, согласно (13) и дан
ных таблицы (колонки № 4 и 14), имеет следую
щий структурный состав интервалов биений:
(14)
В данном случае слешами окаймлены числа,
указывающие на количество колебаний амплитуды
результирующего сигнала за один интервал бие
ния. Цифра 2, стоящая перед слешем 3, соответ
ствует количеству интервалов с числом колебаний
амплитуды суммарного акустического сигнала,
равным трем. Разность между числом колебаний
результирующего сигнала в интервалах биений ни
когда не превышает единицу.
Зависимость усредненного значения амплиту
ды несущей от временного интервала усреднения
приведена в колонке № 5. Значения амплитуд бие
ний и модулированной последовательности интер
валов биений показаны в колонках № 9 и 13. В дан
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ном случае наблюдается значительное уменьшение
амплитуды модулированных колебаний по отно
шению к амплитудам биений. Проведенные допол
нительные исследования для многоуровневой мо
дуляции последовательности интервалов биений
показали следующее.
С увеличением уровня модуляции n происходит
увеличение максимального периода модуляции оги
бающей и обратное этому процессу существенное
уменьшение амплитуды этих колебаний, т. е. Anm0.
Из этого следует, что доля вклада в общий про
цесс глобальной периодической составляющей при
значительном увеличении ее периода будет стре
миться к нулю, и периодичность процесса будет
определяться периодичностью локальных модули
рованных колебаний последовательности интерва
лов биений результирующих колебаний.
Экспериментально выявлено, что наличие или
отсутствие модуляции биений при суперпозиции
близких по частоте и равных по амплитуде двух гар
монических колебаний определяется отношением:
(15)
Длительности интервалов биений, в общем слу
чае, могут быть не равными по величине, и соотно
шения между ними, как показывают эксперимен
ты, коррелированы с числом колебаний амплитуды
суммарного сигнала в данных интервалах.
Эвристически установлено и экспериментально
подтверждено, что число колебаний несущей в
каждом интервале биения можно найти путем раз
ложения значений числителя отношения (15) на
совокупность целых чисел, разность между кото
2 2
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Таблица. Амплитуды и длительность биений для отношения частот акустических колебаний k=8/5




н j Fmax Tb, мс Ab b Fmaxmax T
m
max, мс Ammax Структура k2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 0,69 1,8768 375,94 1,441 1 1,8768 4,48 0,9228 2 1,8768
2 2,02 –1,0044 427,35 0,979
3 3,03 0,0312 468,75 0,760 0,0312
4 3,89 –0,6143 446,43 0,855
5 5,17 1,6654 427,35 1,049 2 1,6654 7,23 0,7041 3 1,6654
6 6,54 –1,9861 415,51 1,154
7 7,91 1,3668 417,66 1,624 1,3668
8 9,07 –0,2573 435,73 0,999
9 9,87 0,2572 435,20 0,978 0,2572
10 11,03 –1,3668 426,98 1,048
11 12,4 1,9861 420,49 1,119 3 1,9861 7,23 0,6859 3 1,9861
12 13,77 –1,6654 417,83 1,120
13 15,05 0,6143 427,07 1,059 0,6143
14 15,91 –0,0312 431,30 1,020
15 16,92 1,0044 421,10 1,048 1,0044
16 18,25 –1,8768 422,39 1,100 18,94 0,1603 (/2/+2/3/)
17 19,63 1,8768 419,34 1,12 4 1,8768 4,48 0,9228 2 1,8768
18 20,96 –1,0044 422,93 1,087
19 21,97 0,0312 429,09 1,047 0,0312
20 22,83 –0,6143 426,98 1,051
21 24,11 1,6653 423,56 1,088 5 1,6653 7,23 0,7041 3 1,6653
22 25,48 –1,9861 420,49 1,115
23 26,85 1,3667 420,94 1,102 1,3667
24 28,01 –0,2573 426,74 1,066
25 28,81 0,2572 426,91 1,056 0,2572
26 29,97 –1,3668 424,14 1,08
27 31,34 1,9860 421,61 1,108 6 1,9860 7,23 0,6859 3 1,9860
28 32,71 –1,6654 420,42 1,109
29 33,99 0,6143 424,6 1,082 0,6143
30 34,84 –0,0312 426,5 1,063
31 35,86 1,0044 424,66 1,075 1,0044
32 37,19 –1,8768 422,39 1,1 18,94 0,1603 (/2/+2/3/)
33 38,57 1,8768 420,81 1,111 7 1,8768 0,9328 1,8768
34 39,9 –1,0045 422,67 1,093
35 40,91 0,0312 426,0 1,071 0,0312
рыми не превышает единицу. Число членов разло
жения равно: k2–k1. Значения членов разложения,
составляющие числитель отношения (15), опреде
ляют компонентный состав по числу колебаний
амплитуды несущей в каждом интервале биения.
Значения и количество членов разложения чи
слителя k2 в отношении (15) можно определить по
эвристически разработанному алгоритму:
1. Вычисляется частное от деления интервального
коэффициента k2 на разность коэффициентов
(k2–k1). Целое часть этого частного определяет
минимальное число колебаний амплитуды сум
марного сигнала q, кратно укладывающихся на
интервале биения.
2. Величина числителя остатка от деления опреде
ляет число интервалов биений, в которых число
результирующих колебаний превосходит мини
мальное q на единицу.
3. Число интервалов с q колебаниями амплитуды
суммарного сигнала на приходящихся на R2–R1
интервалов биений определяется путем вычита
ния из разности (k2–k1) числителя остатка от де
ления отношения (15).
Продолжая далее аналогичные операции с
дробной частью остатка, путем деления его числи
теля на знаменатель остатка, приходим в конечном
итоге к правильной цепной дроби, известной в ма
тематике как алгоритм Евклида [9]:
(16)
где Pn/Qn называется nй подходящей дробью пра
вильной цепной дроби; qn=un–1/un – целочислен
ным знаменателем; un–1 и un – остатками от деле
ния, полученными на (n–1)м и nм шагах разло
жения рациональных чисел в цепную дробь.
Для выражения (16) справедливы следующие
рекуррентные отношения:
При этом полагают [9]:
т. е. P0=q, Q0=1, P–1=1, Q–1=0.
Исследования показали, что представление ча
стот суммируемых колебаний в виде отношения
k=f2/(f2–f1), с последующим разложением их в пра
вильные цепные дроби, позволяет вычислить значе
ние подходящей дроби kn=Pn/Qn с заданной погреш
ностью приближения к исходному отношению.
Использование подходящей дроби для прибли
женного описания исходного отношения k осу
ществляется, когда минимальные значения коэф
фициентов пропорциональности k1 и k2 исчисляют
ся тысячами или десятками тысяч. Точность описа
ния исходного отношения частот k определяется
желаемой погрешностью приближения:
Например: Раз
ложим данное отношение по формуле (16). В этом
случае приближенное значение kn в зависимости от
уровня приближения n примет следующие значения:
Соответственно погрешность приближенного
описания отношения k будет равна:
1) 0,345979 %; 2) 0,017593 %; 3) 0,000405 %; 
4) 0,0000114 % и т. д.
Поскольку отношение k характеризует количе
ство колебаний амплитуды суммарного сигнала,
приходящегося на одно усредненное в общем слу
чае колебание огибающей, то и значения подходя
щих дробей будут иметь тот же физический смысл.
При этом степень приближения совокупности под
ходящих дробей к истинному отношению, описы
вающему реальный процесс, однозначно определя
ется уровнем учитываемой модуляции последова
тельности интервалов биений различной длитель
ности, которая физически проявляется расшире
нием нижней границы частотного диапазона ис
следуемого сигнала.
Вышеизложенное позволяет получить рекур
рентную формулу, которая связывает период моду
ляции (k2–k1) интервалов биения верхнего уровня с
периодами модуляции последовательности интер
валов биений, соответствующих нижним уровням:
(17)
Соответственно, период nго уровня модуляции
последовательности биений будет равен:
(18)
Каждый член последовательности (16), исполь
зуемой в рекуррентной формуле (17, 18), несет
определенный физический смысл, например:
• q – минимальное число колебаний амплитуды
результирующего сигнала, кратно укладываю
щееся на одном интервале биений;
• (q+1) – максимальное число колебаний ампли
туды результирующего сигнала, укладывающе
еся на одном интервале биений;
1 2.
b b b
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• (q1–1) – количество интервалов c числом коле
баний q, приходящихся на один интервал бие
ний с q+1 колебаниями амплитуды суммарного
сигнала;
• q2 – количество периодов первого уровня моду
ляции биений, входящих в состав периода вто
рого уровня модуляции огибающих суммарного
сигнала.
Остальные коэффициенты имеют такой же
смысл только для каждого последующего уровня
модуляции биений.
Минимальная и максимальная длительность
интервалов биений, из которых комплектуются
модулированные колебания верхних уровней,
определяются следующими соотношениями:
(19)
Значение среднего периода высокочастотного
заполнения, выраженного через входные параме
тры суммируемых колебаний, получим, подставляя
равенство (11) в (13):
(20)
Приведем для сравнения с рассмотренным чи
сленным экспериментом результаты расчетов, по
лученных по формулам (16–20) для суммируемых
тонов, отношения интервальных коэффициентов
которых составляют 8/5.





Tb=2= 4,736 мс, T1m=Tb=3=7,102 мс, f1m=140,8 Гц,
T2m=T mmax=18,94, f2m=f mmin=52,8 Гц.
Сравнение численных экспериментальных зна
чений периодов Tb=2, Tb=3 и T mmax (колонка № 8 и 12)
с аналогичными параметрами, рассчитанными по
формулам (18), (20) и (21), показывают, что по
грешность вычисления указанных параметров уме
ньшается по мере увеличения длительностей реги
стрируемых периодичностей в поведении огибаю
щей результирующего сигнала. Это наблюдается, в
частности, и в рассматриваемом примере:
Существующее незначительное расхождение
эксперимента с теорией в расчетах периодов бие
ний Tb=2 и Tb=3 обусловлено наличием флуктуации
среднего значения частоты относительно точного
значения высокочастотной составляющей резуль
тирующего сигнала, рассчитанной на этих интер
валах. Указанный фактор наблюдается в колонке
№ 4 таблицы, в то время как при теоретических
расчетах несущая частота сигнала считается по
стоянной на всем временном промежутке модуля
ции последовательности интервалов биений.
Равенство нулю последней погрешности объяс
няется тем, что средняя частота колебаний ампли
туды результирующего сигнала совпадает с ее точ
ным значением на интервале времени, равном мак
симальному периоду модуляции огибающей.
Взаимосвязь верхнего уровня модуляции с ком
понентами нижнего уровня, определяющими
структуру результирующего сигнала, описывается
уравнением:
(21)
Сравнение равенств (14) и (21) показывает, что
они идентичны по своей структуре.
Таким образом, применяя аппарат цепных дро
бей, не проводя численных экспериментов, можно
теоретически исследовать структуру и частотные
характеристики сигналов, являющихся суперпози
цией парных гармонических составляющих. В под
тверждении сказанному, исследуем структуру, ча
стотные и временные характеристики сигнала,
изображенного на рисунке, с.
Разложим отношение k=k2/(k2–k1) в правиль
ную цепную дробь. По формуле (16) определяем
параметры цепной дроби: q=2, q1=2, q2=7. Подста
вляя данные параметры в равенства (18–21), нахо
дим временные и частотные характеристики, а так
же структуру сигнала, образованного суперпозици
ей гармонических колебаний с частотами, равны






















Анализ аналитических расчетов, сделанных с
помощью аппарата цепных дробей, указывает на
наличие в рассматриваемом сигнале двух низкоча
стотных периодических процессов, обуславливаю
щих модуляцию интервалов огибающей с частотой
74 и 10 Гц. Частота колебания огибающей последо
вательно изменяется с 123,33 на 185 Гц и обратно
относительно средней частоты биения, равной раз
ности частот суммируемых колебаний: f2–f1=150 Гц.
Выводы
В отличие от сложившегося в научном мире
традиционного мнения, что частота биений, воз
никающих при суперпозиции близких по частоте
гармонических колебаний, всегда равна разности
частот этих колебаний, проведенные исследования
показали следующее:
1. Данное утверждение справедливо только в част
ном случае, когда разность коэффициентов
пропорциональности суммируемых частот рав
на единице.
2. В остальных случаях наблюдается одно или
многоуровневая модуляция последовательно
сти интервалов биений с различной длительно
max 2 2 1{ [( 1) ( 1)] }
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стью, в зависимости от соотношения частот.
Как правило, глобальная периодичность про
цесса сопровождается возникновением локаль
ных периодичностей, образованных совокуп
ностью интервалов биений, последователь
ность которых модулирована определенным об
разом.
3. Разность частот суммируемых колебаний в ука
занных случаях равна средней частоте биений,
усредненной на интервале времени, равном
максимальному периоду модуляции последова
тельности интервалов биений.
Выявленная закономерность будет наблюдаться
там, где происходят биения, возникающие при су
перпозиции гармонических колебаний, близких по
частоте, в частности, в электрических сигналах.
Предложенная методика, основанная на ис
пользовании математического аппарата цепных
дробей, позволяет, не проводя численных экспери
ментов, получить аналитическим путем информа
цию о компонентной структуре результирующего
сигнала, о локальных и глобальных периодично
стях в поведении огибающей и их частотах, если та
ковые имеются.
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